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OIIIMTNHCKO TAKMNYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHVKA CPEAIBLUX IITKOJIA 2020/2021.

Pemema

Ilocnenma yerBOpUIa maxucTa cy y MehycoOHMM maprTujamMa OCBOjUIM YKYIHO 6 moeHa, ma u
opyromiacupanu mMa 6ap 6 moena.

C mpyre crpase, IpBa ABOjUNA MMAajy YKYHOHO HajBumre 13 moeHa, ma APYyromjaacUpaHU HUje
Morao uMmaru 6,5, Tj. mmao je tauyno 6. Tonmko mMmajy u mocienma yeTBopuia y 36upy.
IIpema ToMme, mocisenma YeTBOPUIA HUCY OCBOjUJIa HUKAKBE IIOEHE IPOTUB IIPBE YETBOPUILE.
Nsameby ocramor, tpehennacupanu je mobenno ceaMOnIacupaHor.

3a mpousBosmHe ckynoBe X u Y m npupoman 6poj n ozgaunmo S; = Sg = --- =X, Sy = 54 =

o=Ymn Dyp =5\ (Sn_1\(--\S1) u E, =58, A(Sp1A(...AS)).

ITurame 3anaTka je 3a koje n Bazku D, = F, ako je X Y nuY ¢ X.
Nmamo Dy = X, Dy =Y\X u D3 = X\Dy = X = Dy, na je naname au3 D1, Ds, ... nepuoaudan:

X, V\X, X, Y\X, X, Y\X, ...

C npyre ctpane, By = X, By =YAX, B3 =XAE, =Y, E;,=YAE3;=0u E5 = X, na jen

uu3 F, Fo, ... mepuoauyan:
X, YAX,Y, 0, X, YAX, Y, 0,...

UnanoBu OBUX ABajy HU30Ba Ce HNOKIanajy camo kaxa je n =1 (mod 4): rana je D, = E,, = X.

Heka cy Ay u D; pemom Tauke cuMmerpuyHe Tauyku By omHOCY D,
ma A u D. Ilomro je A; cpemumre XUIOTEHY3€ y MPABOYIJIOM
tpoyray ODB, Basku DA; = A1 B =2 = BC. Takobe je DDy =
BD u<DiDA; =90°+<ODA; =90°+<DOB = <«<DBC. Cnemu
na je NA1DD, =2 ACBD u onatie CD = A1Dy = 2AD, jep je
AD cpenma auauja y ADA;D;. O A, A B C

<

pyio pewemwe. Oznaunmo ca A’ u C' moguosxja mopmana uz A u C ma npasy Oy. Kako je Ha ocHOBY

1A.4.

1A.5.

/ ’
Tamnecose Teopeme 83/ = g—g =2= % = %, caenn na cy tpoyraosu CC'D u AA'D canarn

¢ koedpurujentom 2, te je CD = 2AD.

Axo je n > 5, ouma je 6ap jeman om matux O6pojeBa HeHUB Ca b, Ma IMOCTABHAKEM HEera Ha
no3unujy b, mobujamo O6poj memsus ca 5.

Axo je n =3, onna je 6poj bibabs = by + by + b3 =0 (mod 3) memus ca 3.

Hajsan, 3a n = 4 ysumamenm (b1, ba, b3, bs) = (a,a+2,a+6,a+4) nobujamo 6poj nemus ca 11:
bibobzby = 10%a + 10%(a+2) + 103(a+6) + (a+4) = —a + (a+2) — (a+6) + (a+4) =0 (mod 11).

(a) Heka cy 6oje y upsoj Bpctu 1,2,3,4, Tum penom. [Ipumernmo ma mocroju Gap jeman rpa-

sJKeHu map mosea y 0oju 1. 3awmcra, mosme y Tpehoj KOJIOHU il’, i 51‘3 ;l % ? Z g
o69jeHo oojom 1 MMa'6ap jemHOT ,ZLI/IjaFOHa{IHOF cycema ucre n=4: [B5T3 3Tl
6oje. CanyHo, OCTOjU TpaskeHU map y 00ju 4, MTO YKYIIHO 4[3]2[1 4[3]2[1
naje 6ap mea mapa. C mpyre crpane, y 60jama 2 u 3 mocroje 2 mapa U maposa
HajBUINE MO OBAa TAaKBa Iapa, ma YKyOHO Hema Bumme ox 10 1]2[3]4[5 1]2[3]4[5
TpaskeHux maposa. Camka naje npumepe ca 2 u 10 maposa. 31415/112 5/1/2]3]4
=5: [5]1[2]|3]4 415]1(2|3
(6) Y jemmoj 60ju mory mocrojatu 4 TpakeHa Iapa CaMo aKO i g’ 111 g zl), g g Z é f
ce Ta Doja nmpyka no mujaroHasu. larie, y 6ojama 2, 3 u 4 no- 0 maposa 16 naposa

CTOje HajBUIEe IO TPU Iapa, Kao u y Oap jemnoj oxm 6oja 1 m 5. Tako y oBoM ciaydajy mMma
majBuire 4 -3 4+ 4 = 16 naposa. Caura maje npumepe ca 0 u 16 maposa.
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IMomtro pyuEKUMja f HeMa PEANHUX HyJa, HeHAa AUCKPUMUHAHTA je HeraTUBHA!
0>D=0b"—dac=(a+c+1)*  —dac=(a—c)* +2(a+c)+1=(a—c)? +2b—1>2b—1,
omaxne ciemu b < 3.

a2+b2
ab

r=ctivl-c = pl=yE+1-)=1 = ld=]b.

Osmaunmo z = 7. Tana je x—i—% = =2c, 1j. 22 —2cx+1 =0 3a nexo ¢ € (—1,1). Jlobujamo

ITocmarpajyhu OpojeBe Ha kKyraummama mo Monayiy 3, cMarpahemo ma mvamo 9 kyrsmma ¢
6pojem 1 u o 8 ¢ 6pojesuma 0 u 2. Kako je 36up cBux Gpojesa 9-1+8-2+8-0=1 (mod 3),
Anunvnuje nobebyje ako mocaenmu 6poj y KyTuju Oymae 1.

3aro he AaumMnuje moueru urpy Kyraunom ¢ Opojem 2. Kako mHujeman urpau He kenau na
u3ryou, caenehm 6poj pasauuut ox uysnse mopahe ma O6yme omer 2, ma 1, ma pemom 2,1,2,1,...,
2,1. Kama ce morpomu 7 jeauuuria m cBUX 8 ABOjKU, Y KYTUjU e OCTATU OBE jeTUHUIE U HEKO-
auko Hyna. rpau koju Oyme npunybhen ma mocrasu jenuHuiy ryou, a To he buru Bapromowmej.

IIpu poramuju oko tauke R 3a 90° koja ciaura tauky A y B, tauka P ce ciuKa y HEKYy Taudky
S. Tpu tome je RP = ¥2.SP u BS = AP = BO.

Hasme, ako yraose tpoyria ABC o3HAYNMO yO-
buuajeno ca «, S u v, umamo {ABO = 90° — ,
<IBAP = 90° — <ABO = v u <RBS = <RAP =
45° 4+, nok je <RBO = 45° + <ABO = 135° —~v =
180° — <RBS. Cnenu ma cy tauke O, B u R ko-
suHeapHe, Tj. B je cpemmmre my:xu OS, ma je
SP =2BQ u, majzan, RP =+/2- BQ.

Hexra je 2a +b=3%, 2b+c=3Yu2c+a=3°. Akojex =y =2z, onma jea=b=c = 31,

IIpernocraBumo, 6e3 cMamema OMIITOCTH, Aa je z < y = max{x,y,z}. Aro je u < y, oHga je
9a=4(2a+b) —2(2b+c) + (2c+a) =4-3"—2-3Y +3° < (3 —2+ 3)3¥ <0,
IITO HUjEe N03BOJLeHO. 3aT1o Mopa butu x = y. Takobe, u3
0<9c=42c+a)—2(2a+0b)+ (2b+¢c)=4-27 -3

ciemu ma je z = x — 1. Cana nako mamasumo (a,b,c) = (7-3%73,13 3273 3773),

Cse y cBemy, jemuna pemema (z,y,z) cy (3%,3%3") u (7-3%,13- 3% 3%), rne je t € No.

HpI/IMeTI/IMO A2 je 2021 2020 2020-1 2+1 609,02
5.2 =10-2 = 102020-log10 241 - 1()609,02,

IIpema Tome, 6poj 5 - 22021

nma 6ap 610 mudapa.
Axo ce y oBoMm Opojy HujenHa nmdppa He mojaBmyje 62 myra, onma ce cBaka ox mupapa 0,1,
2,...,9 nojaBmyje rauyno 61 myra, anu tazna je 306up nudapa osor 6poja 61-45, mTo je mesuBo

ca 9, ma 95222 mro muje Trauno. OBa KOHTPAAUKIMja 3aBPIIaBa MOKA3.

Ha ocuoBy mHejemnakoctu mamely apuTMeTUyke U reOMETPHUjCKE CPEAUHE BAKU

2 2 2
2% 2Y 2% Qz? 2u? 2722 3 5 3
>3 3 . . — 3\/23;2+y2+z2—2:c—2y—22 > 3vV2-3 = =
COERNCHERECTE ¢ @2 @) (22 3’

jepjea? +yi+22 -2 —2y—22=(z—1)2+(y— 1)+ (2 — 1)? =3 > —3. JemmarocT Bazku camo
ako je (z,y,z) = (1,1,1), na je 1o jemuua TPoOjKa KOja 3aX0BOJLABA YCJOB 3a]JATKA.
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IloBOMLHO je MOKa3aTu na, ako Heku n-ejxemeHTHE nmonckyn C = {c1,ca,...,¢, C N npunana
Gavunmju F, oHxa 1 6ui0 Koju Apyru n-ejaeMeHTHU nonackyn D = {di,da,...,d,} C N npunana
davumuju F.

ITorazahemo mumyknmjoM mo i na csaku on moxckymosa C; = {di,...,d;,¢iy1,...,Cy} IpUIaIa
dammmuju F. 3uamo ga Cyp = C € F, a ako C; € F 3a 0 < ¢ < n, OHIa IO yCJIOBY 3alaTKa
CiU{diJrl} ¢ FuCiy € F,jep C; C CiU{diJrl} D (Ci41. Unnyrnuja je rorosa, ma D = C), € F.

IToxcerumo ce ma, ako ynucauu kpyr tpoyriaa ABC momupyje crpauunyy AC y tauku E, a M
. . __|AB-BC|
je cpemumre nysxu AC, onna je ME = ———.

X

I
IIpema tome, OQ = ‘ABEBC‘ = ‘AB;ADl = 08§, 1j. D /\ c
rauka O mMa jegHAKY HOTEHNU]Y Yy ONHOCY Ha KPYyroBe
w1 1 wo. HoBomuo je morazatu nma je OX pamaukaana
oca OBUX ABajy Kpyrosa, Tj. ma W Tadyka X uMa jel-
HaKe MOTEHIUje ¥ oaHocy Ha oba kpyra. llakme, Tpeba
nokazatu ga je XP - XQ = XR- XS, 1j. na tauke
P Q,R,S nexe ma ucroM kpyry. llomro cy Tpoyriosu A R. P B
APQ, BRS u 0QS jemmakoxparu, miamo <PQS = <PQA+<10QS = BU—PAQ | 180°-4Q0S _
180° — LBAOLIAOB — 9o 4 2OBA " nox je <SRP = 90° — 4B9. TTakne, <PQS +<SRP = 180°,
omakJje cienu TBpbheme.

Oparoeop je ga. Ha caunu je kpyr nmonesser Ha 6 mOAyZapHUX OEJIOBA JIYKOBAMA
om mo 60°, a 3aTUM je CBaKM me0 MOAe/LeH Ha OBa MOMydapHa Heia.

Oxrosop je me. Hamme, kan rox je 2o — 1 cioskeH 6poj, 6poj n = z2 ce He MOKE HPUKA3ATU
pJ s J poJ, 0po) p

y sKeJbeHOM OOIMKy. 3amcra, ako Baxu 1 = a’ + b 3a Heke mpupomEe Gpojese a u b, oHIA je
b= (z+a)(x—a), mro je 3a a < x — 1 cnoxen 6poj, a3aa=x—1 jeb=2x— 1, wro je omer
cloxeH 0poj.

Axo je q KommuHmE maTor HU3a, oHAa je S, = (1 + ¢+ - -+ ¢ !)a;. Hus je pacryhnm axo je
as — a1 = (¢ — 1)a; > 0, a ycaos Saga; = 20521 ce cBoau na P(q) =0, rue je

P@)=1+z+ - +220 201 + 2 +---+2%).

Karo je P(0) < 0 < P(1), monurom P(z) nma myny g € (0,1). Jom camo tpeba yseru a; < 0 na
6u mu3 (a,) 6uo pacryhu. Iakie, oarosop je ga.

Hexra je mata marpuna A = [Aij];lj,l, rme cy a;; = £1. MHo%emeM BpcTa 1 KOIOHa ca £1 He
=

Mema ce Bpemnoct | det A|, ma ce Moske cmaTpaTn 6€3 CMamema OMMNTOCTU Na CYy CBU €JIEMEHTHU

npBe BpCTe W mpBe KoJsoHe jemuaku —1. Omysumamem npse on ocranux Bpcra det A ce me

Mema:

-1 -1 -1 -1 -1 -1 —1 —1 b bon b
—1 azx a3 anx 0 2bya 2baz  2bos 2z e T
det A = = = —8detB 3a B=|b b bsq |
-1 a3 aszz as 0 2032 2b3z 2b3y bzz biz bzi
—1 as2 a4z a4 0 2bso 2bsz  2bgs
npu ueMmy cy csu enementu b;; = 1(a;; + 1) 6pojesu u3 cxyna {0,1}. Hame, xako je meby

esemenTuma b; 6ap jenua myaa (y cyuporuoum je det B =0), pemumo byo = 0, ciaenu na je
-2 g det B = b22 (b33b44 — b34b43) + 532 (bg4b43 — 523()44) < 2 n ogatiie det A < 16.

Bpennoct 16 ce mocTm:ke HOP. 3a (o4 = 33 = Qg0 = —1 U G99 = G93 = G32 = A34 = Q42 = G43 = 1.
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Axo je P mpecer mujaronana AC' u BD, omma je <PAX = 60°
u <XDP = 180° — <BDF = 120°, ma je uyerBopoyrao APDX
reruBaH. Aunasioruo je u BPCY rmeruBan uerBopoyrao. Cuenu na
je <BPY = «BCY = 120° — <ACB = <DCA = 60° — <CAD =
<DAX = <DPX, na tauka P nexu wa npasoj XY.

3ai€{l,2,...,k} raxkemo ma Kyrie Ha nosumujama i,i+ k, i+ 2k, ... uune i-wy xaacy. JenHum
MEPEmEM MOKEMO & yIOPEIUMO IBE y3aCTOMHE KyTye u3 mcre kanace (Tj. m uwm + k).

(i) Ako y HEKO] Kiacu CBe KyIJjle Teske UCTO, OHIA Cy cBe cpebpHe uiu cse osnoBHE. (AKO je
OPUTOM y TOj KJIACH BUIIE OX d KyTJIM, OHJA je Tesa KIaca Ol OJOBA.)

(ii) ¥ cymporHOM 51aKO pasgsajaMo Te:ke (0JOBHE) o1 sakumx (CpeOpHUX) KyTJIn.

Axo je (d+ 1)k < n, cBaka kiaca uMa Buime ox d KyTJH, Ia OBAKO IIPOHAJIA3MMO CBe CpebpHe.

Ako je (d+ 1)k =n+1, onga jenna kaaca uma d kyrau (30BeMO je Maaom), a ocrarue (eeauke)
no d+ 1. Y BeaukuM kracama JAKO HAJIA3UMO cBe cpebpHe kyrie. Ako He nporaljemo Hujenny,
oHzma je 6ap jemHa y Majoj KIach CpeOpPHA, Ia UX CBE MOMKEMO OAPEIUTU Kao IITO je OIUCAHO.
Y cymnpoTHOM MaJa KIaca canp:ku 6ap jeAHy Kyriy OX OJ0Ba, Ia MO:xeMo npoxHaliu u ocrase.

Hajsan, axo je (d+ 1)k > n+ 1, ouna n (k—1)-ta n k-ta kxaca umajy HajBume mo d KyTJd.
Axo je jemma on Te mBe kjace meaa ox cpebpa, a cBe ocrajie Iejie O OJIOBa, Tepasuje he y
CBAKOM Mepemy MOKa3aTy PaBHOTEXKY, ITa HeMa HAUYMHA A OTKPUjEeMO Koja KJjaca je cpebpHa.

Haxkae, onrosop je majsehe d 3a koje je (d+ 1)k <n+1, 1j. dpax = L"THJ —1.

3a n < 3 Hema pemema. C apyre crpane, ako je n > 3, 6pojn!=1-2-3-...-n je nemwus ca 3,
mox 100'%° 1o muje, ma Hu Tama mema pemema. Jlakie, 0IrOBOD je we.

Osnauumo ca C' mommoxkje HOpMatse m3 tauke C' ma mpasy AB.
Heka je AB=a, AC'’ =CD =bu CC' = AD = h.
Iuraropura teopema y tpoyraosuma CC'B, BAD u EAD mam
naje
h? = (a +b)? — (a — b)? = 4ab,
BD? = a® + h? = a® + 4ab, DE? = (4b)? + h? = 16b? + 4ab.

E A B

Hajsan, xako je BD? + DE? = a? + 8ab + 16b®> = (a + 4b)?> = BE?, u3 (o6parue) [luraropune
Teopeme y tpoyray BDE cnemu na je <BDE = 90°.

Hera cy 3emene ryraume Beh mopebame. Ilnase kyraune mocraBmbaMo m3dMehy mUX - CBaKy Ha
jemny on 8 moryhux mosuruja. [lomro HeMa cycemHUX MIaBUX KyTJIWIA, HA MIECT TO3UIMja
hiemo craBuTy 1O jemHy IUIABY KyIJIMIly, a ABe mosuiuje he ocraru npasue. Te npe mosuruje
MOTY ce omabpaTu Ha % = 28 maumna. lakmne, onrosop je 28.

Basu A\ (B\A)=AN(BNA) =AN(BUA)=Au A\ (B\(A\(B\A))=A\(B\A) = A.
C mpyre crpase,

AAN(BAA) = (A\ (BAA)U((BAA)\NA) =(AnB)U(B\A) =B
u, namwe, BA(AA(BAA)) = BAB =0 u AA(BA(AA(BAA))) = AAD = A.

Heka je To 6poj x = 100a + 10b + c.
Bpoj 4+ b=100a+ 11b+c=a+ c+ 11(9a+b) je nemwus ca 11, ma je a + ¢ = 11.

Hame, 6poj x + ¢ = 100a + 10b + 2¢ = 98a + 10b + 22 = 10b + 1 + 7(14a + 3) je memus ca 7, Tj.
71100+ 1, ma je b=2 umm b =9.
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Hajsan, 6poj « +a = 100a+ 100+ 11 = 10(10a+ b+ 5) — 39 je memus ca 13, ma 13 | 10a + b+ 5.
Axo je b=2, onga 13| 10a+ 7 = 10(a + 2) — 13, ma 13 | a + 2, mro je memoryhe. Cnenn nma je
b=9wu 13| 10a + 14 = 10(a — 9) + 8 - 13, mro rao jenuny moryhuocr maje a = 9.

IIpema tome, x = 992.

Ilara jemmauwmna ce passujamem csomu ma 4(z* + 22° + 622 + 20 + 1) = 0, Tj.
4((2* + 2 +1)* +32%) = 0.

Onasne cremu na je 22 +2+1=0u x = 0, mro je memoryhe. Jlakie, HeMa PEaHUX pEUICHA.

Opgroeop je —5. Ilatm u3pas ce MOKe 3aIUCATH KAO
T=(x+y)?+4y> +1022 + 1292+ 42 — 1
=(x+y)?+Qy+32)2+22+4z—-1=(x+y)*+2u+32)°+(24+2)-5> —5.

Jemnakoct ce moctwke ako je © +y =2y + 3z = z + 2 =0, mro Baxku 3a (z,y,2) = (—3,3,—2).

IlBa unmama ombopa Cy MCTe HAIMOHAJHOCTH, KOja ce MOke omabpaTu Ha 3 HAUMHA - PEIMO
na cy to Hemmu. Mmamo caemehe cayuajese.

(i) IIsoje Hemana ucror mosa Mory ce omabparu Ha 2 HauuHa - pernumo, nse Hemwuie. Jom
mo jeman ox Pyca m Typara moske ce omabparu Ha 16 HauywmHa, ajm TO HE CMejy OWUTH
Pyckuma u Typruma (4 nHaunua ormanajy). Yrymuao 2 - (16 — 4) = 24 moryhuocrtn.

(ii) Jenan Heman u jenna Hemuna mory ce omabparu na 4 mauusa. Pycu u Typuu mory ce
omabparu 6mio kKako - 16 Haumaa. Ykrynao 4 - 16 = 64 moryhuocTu.

Yrynuo uma 3 - (24 + 64) = 264 mauuna.

Herxa cy M n N rtauke ma nysxu AA; takse ma je QM || RN || BC, a
K rmauka y xojoj AA; ceue QR. Ha ocuoBy Tasecose Teopeme je

RN AR _2 QM _AQ 1 RK RN _3iBAT

BA,  AB 3 CA AC 3 KQ QM lcaA

Ounrsenaa pemema cy n=1un = 2.

IIpernocTasuMo na je n = 3. Bpoj n!? je memus ca n — 1. C apyre crpame, 6poj n, a CaMuM
tuM u n", je y3ajamuo mpocT ca n — 1, ma muje memus ca n — 1. Crexu na je n™ # n!2.

IIpema Tome, n =1 u n =2 cy jeauna pemema.

Lpyro pewewe. MuOREHmEM HEjeTHAKOCTHU

36.1.

35.2.

lnzn, 2mn—-1)>=2n, 3n—-2)=2n, ... n-1>=2n

nobuja ce n!? > n". JemHAKOCT BaKU CaMO aKO y CBUM HABEICHUM HEjeIHAKOCTUMA BAKU 3HAK
jemHakoCTHU, a TO je caMo 3a n < 2.

[Tomo je 250 = 2 - 5%, Tpu mudpe mMopajy 6utu jemnake 5, a mpeoctasna mudpa je 2. Ila 6u
Opoj 6mo mapas, nuppa 2 Mopa OUTHU IOCIEAHA, IIa je jeIUHO pelleme 0poj HHH2.

Axo je 1ogy 4, (2 + cosz) =y, orna je logy, .o, (1 + sinz) = i, Ia 13 JaTe jeJHaduHe CJenn
Y+ i =2. Omasze je y> — 2y +1=0, 1j. y = 1, mro 3maun ga je 2 + cosx = 1 +sinz, Tj.

sinx —cosz = 1.



ie si ™= L gingy— L =L = =
Cana je sin(z — ) = 73 SINT — 75 COST = —75, ONAKIe HATASUMO T = 5 +2km numm x = 7w+ 2km.

Kako 3a © = 7 + 2k7 norapurmu HECY HepUHHCAHH, pememe je camo x = 5 + 2km (k € N).

3B.3. Paznura nese m mecHe cTpame je
o't o +2=(r—1)(2® +2° +at +2¥ 422 -3 —2) = (x — 1)%(2° 4 22" + 32> + 42 +- 5+ 2),
ITO j€& OYUIVIEOHO IO3UTUBHO.
Jpyio pewewe. Hejemmaroct nsmelhy apuTMeTudke 1 TeOMETPUjCKe CPENUHE naje

Pt r4+2=2"+2x+1+1>4V2" - z-1-1= 422

36.4. (a) Hera sxaba crade ¢ noma A Ha nosme C, 3aruMm Ha nosse D, n onatie #a nose B. lomwe C
ce Moske omabparu Ha 23 HaYMHA, a mosbe D Ha 22 HauwmHAa, ma je omrosop 23 - 22 = 506.

(6) Axo kaba y TPBOM CKOKY CKOUM Ha MOJbe i-Te BPCTe 0M03T0 U j-Te Kosome |3[2|1]|0|B
3mecHa, 6poj MoryhmocT 3a Ipyru ckok je ij — 2. OBu 6pojesu cy mpukazamn | 5|6]4]2]0
Ha Ccaunu, a BUXOB 30mp je 153, mTo je m oaroeop. 13110714 ] 1
18(14({10| 6 | 2
A|18[13| 8|3

3B.5. Ilomcermmo ce ma mBe TaHreHTE HA HATHU KPYD W3 AaT€ TAYKEe BAH KPyra UMAjy WUCTY LYKUHY.

Heka cy M u N Taure momupa kpyra ki ca CB u CA, a P u (Q taure moaupa kpyra ke ca CB
u C'A, penom. C's

Osunauumo AD = AN =z, BD = BM =y u CM = CN = z. Tana
jex+y=AB =21, 2 +2=AC =20 u y+ z = BC = 26, onariue
HaJa3uMoO = 7,5.

Osunaunmo AE = AQ = p, BE = BP = qu CP = CQ = r. Tana
jep+q=AB =21, r—p=AC =20 u r — q = BC = 26, onakiue
Hajga3uMo p = 13,5.

Hajsan, DE = AE — AD =p—x =6.

4B.1. Kako je 20n? —21n+1 = (20n—1)(n — 1), oBaj 6poj je cnosken 3a cBaku npuposan 6poj n > 3.

3an=2je 20n? —2ln+ 1 = 39, mro je Takobe caoxen 6poj. OBuM je TBpheme mOKa3aHO 3a
cBaxo n > 1.

4B.2. Osunaunmo 2a = <CAB. Tana je tg2a = ¢ u tga = CTD. Kako je A

a 2tg
- =tg2a= % = atgla+2btga—a=0,
b 1—tg” «
HaJaa3uMo tg o = 7“12":’24’. Onasne je CD = g(\/a2 + b2 —D). ¢ D B
Jlpyro pewewe. TlozHaro je ma cuMmerpaJia yria y TPOYTJIy [ HACIPAMHY CTPAHUIy Y OTHOCY
naneriux crpamuna. Opze je $2 = €4 — ﬁ, na jemHocTaBHO Hajgazumo C'D = ﬁ.

4B.3. Ako osmaunmo f(x) = \/1 +VT+ \/1 — /Z — 2, JlonmuTanoBo MPaBUIIO U PAIMOHAIM3AIN]A HAM
najy

, 22Za:
L i 10 gy S0y VIVE VLRV (Vl’ﬁ””ﬂ) S
=0+ T a0+ I z—0+ 4/z(1 — 2) o0t 4\ /F(1 — ) 4

Jlpyio pewewe. Tpuverivo ma, axo je g(x) = /1 + & + /1 —z, ouma je g(x)? = 2 + 21— .
Hpyrum peunma, g(x) = /24 2v/1 — 2 3a ¢ > 0. IIputom je g(0) = 2, na je TpaskeHU JUMeC



L= tim 29O o) rpeje gy = EED VS

a=0+ o2+ 2Tz 2V2+2V1-a

Cnemn ma je L =g'(0) = —1.

Hauomena. yurumje /1 + \/z aucy mupepenmmjabunne 3necua y tauku x = 0, ma ce ¢'(0) me mMoske
pauynatu 3amenoMm x = 0 y jeanakoctu ¢'(z) = (\/1 + \/E)I + (\/1 — \/5)1

4B.4. Ilpsy Bpcry mMokeMo obojutu Ha 4-3-2 = 24 maymna. O3Haunmo 60je y ®0oj ca 1, 2 u 3, pexom:
pehu hemo ma je mpsa Bpcra ,,123”. Yerspra 60ja ,,4”7 ce MOKe IOjaBUTU HUjEIHOM, j€IHOM
WY ABAIYT Y OCTATKY TAOJIUIE.

(0°) Hewma 6oje 4. Tana 3a apyry u tpehy BpcTy mocroje msa Gojema: 334 m 312,

(1°) Camo jemmo mome uma 60jy 4. To mome ce moske omabpary HA 6 paBHONIPABHUX HAYMHA
- penuMo na je To mpBo moJee apyre Bpcre. Omna 3a apyry m tpehly BpcTy mocroje mse

moryhuoctn: §12 nnm §31. To yxynso maje 6-2 = 12 Gojema.

(2°) Isa moma umMajy 60jy 4. Ta nsa moma ce mory omabpary Ha 6 PABHONPABHUX HAUMHA -
penuMo ma cy TO IPBO mOJbe Apyre m apyro mosse tpehe Bpere. Onna 3a apyry m rpehy

Bpcry mMa met moryhuocrn: §12, 412, 431432 1 432 To je ykynno 6-5 = 30 Gojema.

Yryman 6poj moryhux 6ojema je 24 - (2 + 12 + 30) = 1056.

4B.5. Ilomrto je f(x)+1=03az=1uz =75, nomunom f(z)+1 je nemus ca (x—1)(z—>5). To 3maun

na je

f(@) = (z = 1)(z = 5)g(x) -1,
Ipy yeMy MOJUHOM ¢ Takobhe mMa 1esie KoepuujenTe - OBO CJIeau HIP. U3 CTAHIADIHOT AJTO-
purMa 3a meseme noiuHoma. Mehyrum, 3amenom x = 3 nobuja ce 2021 = f(3) = —4¢(3) — 1,
1j. g(3) = f%, mro je memoryhe. IIpema Tome, onrosop je we.



